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1 . まえがき
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非線形制御系の入/1j力安定性問題については，円板条件及びポポフ条件がよく知られている υ 。
しかし，これらの結果は制御系の安定性を考察するとき，制御器の非線形特性のセクタ条件以外の
ほとんどの情報が無視されるので，得られる解析結果は比較的厳しいものとなることが多い。また，
制御器の非線形特性が原点を通るセクタの中に存在することを要求しているu しかし，非線形制御
系の複雑性と多様性のため，制御fiの非線形特性のセクタ条件の確立は困難，或いは確立不能の場
合があるから，円板条件及びポポフ条件の結果をこのような場合の制御系の安定解析に適用できな
い。例えば，近年，発展されてきた言語的な記述を制御器に利用しているファジィ制御系引及
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ぴ神経団路網理論を制御器に利用しているニューラルネットワーク制御系山}では、そのようなケー
スが多い。
系の情報をより多く利用して，より精確な(保守的でなし、)結果を得ることができるはずである
が，残念ながら，この方面の研究の成果は比較的少ない。位相面解析法1)・2)及びリレー制御系の研究
1)，7)では，制御器の非線形特性の情報の全部が考慮、されて，得られる結果は精確である。しかし，そ
れらは系の次数あるいは制御器の特性を特定化した場合の研究である。他方，記述関数法11.2)では，
非線形特性の主な情報を保留しているもので，得られる結果は比較的保守的でない。しかし，それ
は一種の近似方法である。したがって，より一般的な制御系に適用でき，かつ、あまり保守的でな
い安定解析法の明示が望まれる。
Haddadの論文川}は制御器の非線形特性のほとんど全部の情報を利用している。また，非線形特性
の形に制限的な要求はしないため，より一般的な制御系に適用できる O その研究では線形部の情報
の利用は比較的少ないが，依然として相当な成果を得ている。しかし，残念ながら，それは 1入力
1出力制御系に対するものであるため，その結果を実際の制御系に応用するには不都合である O
Haddadの方法の拡張については，文献[10]では，それを多入出力非線形制御系へ適応する可能性が
示唆されているに留まっており，詳しい適用法は述べられていない。また，文献[11]では，文献
[10]の具体化として 2入力 1出力制御器を持つファジイ制御系への適応が示されている O しかし，
これらの結果は制御器の出力非線形特性が制御器の入力のそれぞれについて単調増加であるという
厳しい前提条件に制約され，適用範囲が非常に狭い。それだけでなく，実際に文献[10]， [11]の拡張
法を用いて系の安定解析をするとき，それらの拡張法より得られる非線形連立不等式の解の最適化
計算が必要となる。
一方，文献[12]，[13]， [14]で提案した拡張法では，入出力空間の象限分割を基本として考えるも
ので，制御器の非線形特性に何の制約条件も課さないだけでなく，系の安定解析に際して，非線形
連立不等式に対する最適化計算を必要としない。そのため，得られた結果は普通的な適用性を持つ
ものとなる。
本論文では文献[12]， [13]， [14]の発展として，多入力多出力非線形制御器の入出力空間の象限分
割を通じて，制御器の出力時間関数の終端における正、負最大値を与えるシステムの偏差信号の絶
対値の集合を導出する。更に，この集合は制御器の非線形特性の象限特徴量，制御対象のインパル
ス応答関数の正、負面積，入力信号の終端上、下界に関する非線形代数不等式の連立により決めら
れることを示す。この結果は系の有界入力有界出力 (B1 BO)安定性の十分条件(定理 1、 2)と大
域漸近安定性(G.A.S.)の十分条件(定理 3、4)を集合の有界性と零集合への収束性で与えるも
のである。 2節では，本安定解析法の考え方を詳述し 3節では，特徴量及び集合の定義などを示
し 4節では，安定定理を述べる。終わりに 5節に二つの具体例に対する安定解析結果を示す。更
に安定条件としての四つの定理の証明を付録に与える。
2. 安定解析の基本的考え方
2. 1 安定解析のアプローチ
図 1に示すような k入力 i出力非線形制御器を持つ多入出力非線形フィードパック制御系を考え
る。 r(t) = {rl (t)， rz ( t)，…，ri (ο} Tは系の入力， g ( t) = {g， ( t)， gz( t) ，…， gk ( t)} Tは制御対象の
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N(e1，・・，ek) 
図 1 非線形制御系
完全応答(系の出力)， go ( t)= {gl 0 ( t) ， g20 ( t)，…， gkO ( t) } Tはそれの零入力応答，e (t)ご {el( t)， 82 
(t)， …， ek ( t)} Tは系の偏差信号(制御器の入力)である。 h(t)は制御対象のインパルス応答行列，
十h1 1 ( t)， h 1 2 ( t)，…， h 1 1 (t) I 
トh1 2 ( t)， h 2 2 ( t)，…， h 2 1 (t) I h( t) = I ~~ .• ¥" ~~."" ¥'"  ..L • ¥ "1 
卜hk 1 ( t)， h k 2 ( t) ，…， h k 1 (t) I 
ここで，制御対象が線形・安定な系であるとし(それゆえ以下制御対象を線形部とも呼ぶ)， 
h (t) E .E 1 ， 1 g 0 (t) 1→o (t→∞) 
とする。制御器は即時的非線形特性をもつものとし，
1 fl (吟=NI (el (t)， e2 ( t)，…， ex( t)) 1 
I f2 ( t)= N2 (el ( t)， e2 ( t)，…， ed t)) I f(t) = ~. ¥"1 ". \~， ¥"1 "L ¥"1 ， <JX¥"II 
I f1 ( t)= N1 (el ( t)， e2 ( t)，…， ed t)) I 
、 ?
? ?
??， ， ? ? ?
また，系は有限逃避時間がないことを保証するため，
1 fj (吟|く∞ (j= 1，…， k)， V tく∞
とする。こうしたシステムの方程式は次のようになる。
g (t) = g 0 (の+S h(t-，) f( ，)d， 
f ( t)= N ( e1 ( t) ，ゎ(t)，…， e k ( t)) 
e ( t)= r ( t)- g ( t)
(2) 
さて，図 1の系に対して，一般にシステムの 10安定性はつぎのように定義されている 1)，ヘ
入力 rE .E pならば，出力 f及び gも.Epに属する関数であるとする。そして，
1 f 1p豆 y 1 r 1p+β 
1 g 1 p壬 γ11 r 1p+β 
が成立するような非負数 y，sが存在するとき，このシステムは .Ep安定であるという。 p:=∞の
ess. SUp max 1 fj( t) 1壬 y(e.Ss.sUP max Irj(t) 1>+β 
。謡 tく∞ i
(3) 
es~. SUp max 1 gj( t) 1壬 y(ess. SUp max 1 rj( t) 1> +β 
三tく∞ j O~ t<∞ 
(4) 
ときの.E，.，安定を有界入力有界出力(B1 B 0)安定という。
ここで，制御対象は線形安定な系であることから fが有界であるならば gも有界であるとい
える。したがって，系のBIBO安定性を検討するには fの有界性を検討すればよい。そのため，
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(1)式の制御器の開ループ特性を見てみよう。
まず， f ( t)に対して，単調増加(発散)時間系列 TI:T1く Tryく… (}=1，2，…)を定義できる O
この時間系列 TIは任意に与えられる E> 0，及び任意の正整数 lに対してミ TI+1のとき，
λ T， 
I E i 1 (t) I = I -g i 0(t) - ~ S h i j (t-r) f， (r) dr Iく (5 ) 
を満足するものである(このことについての証明は付録の補題 2を参照)。
また，このベクトル時間関数f(t)の各スカラ時間関数成分fj(t) (j=1，…， A.)を正の部分fj+ ( t)と
負の部分-fj -(t)とに分解して，fj ( t)= fj + ( t)-fj -(t) (ニ爪d・)一郎-(・))と記すことができる O
次に，スカラ時間関数fj(t)(jE{1，…， A.} )と時間系列 T1 ( 1= 1，2，・・・)に対して，有限時間区間
[TI， Tl+l]を考える。 [TI，Tl+l]でのfj+ ( t)とf，-( t)の最大値をそれぞれ J-Vj1と2，1とし，それ
らを与える時刻をそれぞれ tj 1， r j 1とする o つまり ，1f'j 1 =fj + ( t.i 1 )， 2， 1二二 fj-(Ljl)である O す
ると Wj1と2jd}ニ 1，2，…)に対応して 2つの時間系列を次式のごとく定義できる(図2参照)。
t j 1く t j 2く・・・く t j 1く・・ rj 1く L j 2く…く r i 1く・・・
、 ? ， ，? ?
?
， ， ? 、? ?
?
o 
T2 T1 
τJ1./τJI 3-一;-J
Zj1‘. ZJI 
図2 時間系列の定義
そして，f( t)は有限逃避時聞がないことから TI系列の上でのある有限時間 Ts(Sは正の整数)
を考え T.までのf(t)は有界であるから Ts以後(“終端")のf(t)の有界性を検討する。
まず Tsくtく∞のときのfj士 (t)の振る舞いを考察する。 f(t)は有限逃避時間がないから Tsく
t<∞のとき fj(t)が有界である。この左き fJ+(t)と f，-(t)の最大値をそれぞれ Wjp ~ 2i q ~し，それ
らを与える時刻をそれぞれし p，r j qとする。つまり，
1f'j p二 ess.supfj + ( t)= fj + ( tjp) = 1¥仏(el(tjp) ，…， e k (tjp) ) ( 6)
Ts~五 t< ∞
Zj q = ess・.supfj -(t) = fj -( tj q) =M-(el( tjq)，…， ek(tjq)) (7) 
Ts孟t<∞
である。更に t，p，rjqにおける eiの絶対値をそれぞれ Xi j， Y J jとする。すなわち，
Xij三 I e ，(tjp) 1， yij三 lei(rjq)1。
一方，fj (t) =Nj (e1，… ek)のk+l次元空間の中では f，+は空間の正半部に f，ー は負半部に
存在する。 ei+， ei もそれぞれ異なる象限に存在する。従って， 3. 1節に述べるように非線形特性
fj( t)を象限分割して考えると ，"'p=fj+(tjp) (ん=fj-(τjq) )がmj(n，)象限に存在する場合では，
f.， + (t， p)= Njmj(X1 j，…，Xi j) (fj -(τ jp) =Njnj(Yl j，…，Yk， ) 
である。ここでNjmパ・)， Njnj(・)は3.1飾に定義される非線形特性の象限特徴関数である O つまり，
1f'j p = f， + (tjp) (Z， q = fj -( r jq) は Xij(YiJの関数として，分割表現される。
すると ，fi+ (t) (fj-( t))が入出力空間の正負ともにただ 1つの象限mj(n j)を有する場合に対し
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ては，1Yj p = fj + (tjp) (Zj qニ fj-( r:jq)) がmj(nJ象限に存在する O そして，もし xり， y Jjが有界
(最大値がsupX j， Sup Y j) であるならば，
fj千 (tjp)= N川 (Xり， …， Xkj) 三 SUp N川 (ZI，…， z，) = F;打
Zj~五 sup xリ
ι(τ ノ，)= N;nノ(yリ，…，Yk;)壬 SUp N.in} (ZI，…， Zk) F;-， 
Zi孟supyJJ 
(8) 
(9) 
また，fj + ( t)(fj-(t)) が複数のmj(n;)象限を有するとき， (8) I (9)式は次のこの 2つの式となる O
fjチ(tjp)= Nj.j(Xij， …， Xk;) ~ max SUp N.川 (ZI，…， Zk) = F什(10)
.j Zi;壬supx i. 
fj-(τ 川)= Njnj(Yij， …J .vゎ)三 max SUp N.山 (ZI，"'， Zl) = Fj-， (11) 
nj Zi:五supyi.i 
次に t=∞のときのfjI( t)の振る舞いを見極める o
(8) '"- (11)式からわかるように，fj+ ( tjp)， fj-(τjq)の値が集合 {Xi.i， Y;;}の上界値によって制約され
るが，もし，成り立つ集合 {Xij，Yjj}がp，qに依存しなければ. (8)"-'(11)式は t=∞にも成立する。
そうすると {Xiハ yj}が有界である場合には， (8)，-，(11)式で得られる民t はιパt)の終端上、下界
となり，系はB1BO安定である。更に，原点を通る非線形特性を持つ系に対して t→∞の時，集合
{Xjj ， Yjj}のすべての要素が 0に近づくならば.Fj士も 0に近づき，f( t)→ Oとなる。ゆえに，系がG.
A. S.であることが分かる。
{Xi.i' yuJが有界値をもたなければ，この方法を用いて系の安定解析を行うことはできない。
2.2節では，集合 {Xij，•九}がし、かに成り立っかについて述べ，また集合 {Xij ， Yi;}がp，qに依存し
ないことをも示す。
2. 2 集合の成り立ち方
まず，システム方程式から
e( t) = r( t) -go (t) -S h( t-r) f( r) dr-S h( t-r) f( r) dr 
=r(t)+Es(t)-S h(t-r)f(r)dr 
T. 
T. 
(12) 
ここで，Es ( t)= -go (t) -J h( t-r) f( r) dr 0 (5)式により I t> T，のとき， I E， (t) Iは有限である。
ここで，IEs (t) Iくぷと記す。ただし oは有限な正数である。
次に，e( t) = e+ ( t)-e-( t)， h( t) =か(t)ーか(t)と分解して，更に， 3.2節に述べる r(t)の終端
上、下界 R+とRーを導入すると， (12)式から次の二つの式を得る。
e+ (t)くH++1 + S h-(t-r)f+(r)dr+ S hdt-r)f-(r)dr (13) 
t> T. T. T. 
e-(t)くH-+ d'+ S h+ ( t-r) f+ ( r)d r + S h-( t-r) f-( r)d r (14) 
t> T. T. T. 
いま t=tj pと取り， (13)式から次式を得る。
tjp tjp 
e+ ( tjp)くH++I+( S h-(tjp-r)dr)民+(S h+ (tjp-r) dr)Zq 
218 
くIl++ d + ( J h-( t)dt)抗+( J h+ ( t)dt) ZQ 
ニ Il++ tf十A-lYp+ A+Zq (15) 
ここで，A:!: = J h:!:(t) dt は3.3節に定義する制御対象のインパルス応答の正、負面積である。
Wp= {WIP' … • W. p} T， Z Q = { Z 1 Q， ・ぺ Z. Q} T 0 
また， (14)式から次式を得る。
e-( tjp)くIl-十 tf+A+民+A-ZQ
同様に t='[: j qを(13)，(14)式に代入すると，次の 2つの式も得られる。
e+ ( '[:j q)くIl++ d + A-1fp十A+Zq
e-( '[:j q)くIl-+ tf+ A+民十A-ZQ
(16) 
(17) 
(18) 
(15)， (16)式は， t> Tsのときのfj+ ( tjp)に対応した le(tjp)I=Xjの限界値を与えるものであり，
(17)， (18)式はfj-(rjq)に対応したIe( r j q)1= yjの限界値を与えるものである。ただし，この4つの
式の中の Wp，Zqは(6)，(7)式で与えられているが，その成分 Wjp(Z jq)は非線形特性の入出力空間にお
ける存在形態により Xij(Yij)の関数として分割表現される。また eiの成分の ei+と eiー は異なる
象限により分けられるのである。従って，もし， 3. 1節に述べるように非線形特性fj(t)を象限分
割し，そしてfj+(tjp) (fjー (rjq))はmj(n j)象限に存在するならば， (15) "-' (18)式により，以下に
詳述されるようにしてそのLの存在形態に対して集合 {Xij，yu}が得られることが理解できる O
以下は記述の簡単化のため入力 1出力制御器を持つ制御系 (k=l，"l=1)を例にして，制御器の
非線形特性が 1、3象限に存在すると仮定した場合の集合{(Xij ，Yij) (iニ1; j= 1) }の成り立ちについ
て説明する。
まず，f( t) = fl (t) = Nl (el (の)の入出力空間の中で，第 1象限では，1flP = fl+ ( tlP) = N1 (θ1 ( t lP) ) 
= N111 (X11)， X 11 = I el (t1 p) 1= e1 (tl p) = e1 + (tl p)。第3象限では，ZI Q = f1 -( r 1 q) = -Nl (θl(rlQ)) 
= -N( -Y 1 1) = Nl 1. (v 1 1 )， Y 1 1 = I e 1(r 1 q) I = -e 1 (r 1 q) = e 1 - ( (1 q)を有する。ただし，Nl 1. (・)， 
Nl 3. (・)は3.1節に定義する非線形特性の象限特徴量である。すると， (15)， (18)式から，
Xl1く 91+ + d + A 1 -N1 1 • (X 1 1 ) + A 1 + Nl 3 • (v 1 1 ) 
yllく 91ー+d + A 1 + Nl 1 • (X 1 1 ) + A 1 -Nl 3 ， (V 1 1 ) 
を得る。以上の両不等式を同時に満たすXll，Y11、つまり不等式の連立解は、求める集合 {(Xij ， Yij) 
(i=1; j =1)}である。ただし，この集合は非線形特性が1、3象限に存在するという仮定に基づいたも
のである。また，正数 6を自変数とするものである。ここで oを自変数というのは oの存在は
(5)式の存在を意味していて oの大きさは Tsの大きさを決める。つまり oの大きさはどれだけ
の時間(T，)を経過した後(し、わゆる“終端")のシステムの振る舞いを考えるかを決めるものである
からである。それゆえ，上述の集合を Ll.3.(6)と記す。つまり，
L 1 .3. ( o) = {(Xl 1， X2 1， yl1， y2 1) I 01， 01' } ， 
01 X 11く91++0'十Al-Nl 1. (Xl 1)十A1 + Nl 3. (Vl 1 ) 
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Dl' yllくRI-+ d +AI +NI 1 (XI 1) +AI -NI 31 (Yl 1) 
同様の考え方で，多入力多出力系の場合の集合{(Xij ，Yij) (1= 1，…， k;j=1，…， 1)}をも (6)， (7)式
及び(15)"-' (18)式より得られる。それらの定義は3.4節に与える。
上式及び3.4節に与える集合の定義式((22)式)からわかるように，非線形特性の象限分割を基本
に成り立たれる集合 {Xij， Yij}は，与えられる、或いは求められる定数 O，RiZ， A，はと非線形特性の
象限特徴量M.j(Xij ，…， Xtj) ， Njnj (yij ，…， Y.tj)だけに依存して， Wp， Zq'こは依存しない。つまり，
p， qには依存しないことがわかる。
以上のような考え方で，われわれは系の BIBO安定及びG.A. S.の安定判別を集合{れ(XふJ} J Jμ1 
(υi=寸1，γ.一…'， k;j上=1，.…日"， 1)川}の有界性と原点への収束性の判別に帰着できる。
次節では本論文に必要な概念及び集合の定義を与え，そして 4節に安定判別の詳細を与える。
3. 特徴量及び集合の定義
3. 1 象限分割による非線形特性の象限特徴量
(1)式の制御器の非線形特性に対して，各出力成分fj(t)とk次元の入力 ei (t) (1=1，…， k)はk+
1次元空間を形成し，制御器の入出力空間の全体としては i個の k十 l次元空間となる。そして，各
k +1次元空間を2k+1個の象限に分割でき，入出力空間の全体を lX2k+1個の象限に分割できる。す
ると，各々の象限における入力信号の大きさと出力信号の大きさとの対応関係(関数)が得られる O
ただし，これらの関数は正の変数を自変数とする正値関数である。このような関数を非線形特性の
象限特徴量と称し，次のように定義できる。
Njm.(UI，…，Uk) =.( Njチ(UI'，…，U..')， Nj (el，…， ek) > 0 、0， その他
(j=1，…，1; mj=1j，…， 2 k j) (L"-'2kj)綿 (19) 
Njn. (仏，…，Uk)=.( Nj-(uI'，…，Uk')， Nj (el，…， ek)くO、0， その他
(j=1，'， 1; nj=(2k+l)j，"'， (2k+I)j) 
( (2 k + 1)j"-' (2 k+ 1 ) j)綿 (20) 
ただし，
?
?? ???
? ?〉
?
?
?
???
? 、? ??
ここで， jは出力fの成分fj=Nj (el，…， ek)に対応する部分空間 (k+1次元空間)の番号であり，
mj， n jはそれぞれ第j番目の部分空間の正半部(fj> 0)と負半部(t'jく0)の象限番号である。明らか
に， Nj.ra. (Ul，'ヘUk)(Njn.(Ul，…， Uk))はj番部分空間における mj(nj)象限にある非線形特性の象
限特徴量と呼ぶことが妥当であることが分かる。
3. 2 時間関数の終端上、下界
Ri+ (Riー )が関数ri(t)の終端上(下)界であることは， T>uが存在して， t> Tのとき， ri (t)く
孔 +(ri(t)>-Ri-) (1=1，…， k)となることである。同様に，Fj + (Fj -)が関数fj( t)の終端上(下)
界と定義できる。
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3. 3 制御対象のインパルス応答関数の正、負面積
線形部の特徴量として，制御対象のインパルス応答関数hij(t) ( = hij+ ( t)-hjj- ( t) )の正面積AiJ+
と負面積Aij-を導入し，次式に示すように定義する。
∞ ∞ 
A計=J hij+(t)dt， Au-= J hij-(t)dt (i=I，…，k; j=l，…， 1) (21) 
上の定義式から分かるように Aij+はhij(t)> 0の面積の和であるから，正面積と言い Aij-はhij
( t)く Oの面積の和の絶対値であるから，負面積と言う。
3. 4 集合の定義
2節に述べたように，制御器の非線形特性が入出力空間に異なる形態で存在するとき， (15)'"'-'(1 
8)式から得られる集合 {Xij， Yi Jは異なる表現形式を有する。そこで，本論文では， 3. 1節による制
御器入出力空間の象限分割に基づいて，各出力成分fj(j =1， .， A.)の正の部分 fj+が存在する象限
lIJjと負の部分 fjー が存在する象限njの一つづっを取りあげて，非線形特性の入出力空間における存
在形態を分割し，それを非線形特性の入出力空間における一つの存在形態と呼ぶことにする。また，
これらの象限番号の組合せ(部分空間の番号jの小から大への順で)を一つの存在組合せと称し，
1IJ11lJ2…m川 1n2…nlと記す。明らかに，lIJj= (L …2j-j)，nj= ((2j-+l)j …(2H1) j) (j=l，…， 1)であるか
ら，このような組合せは総数が22i1個ある。
一方，非線形特性が入出力空間のすべての部分空間で正の部分と負の部分を共に有するとは限ら
ないことを考慮して，正の部分あるいは負の部分を有しない部分空間の象限番号を取り除いて，存
在する分だけを取りあげて，非線形特性の存在する象限組合せを 1IJ..1IJ/lnl"""n"と書くことにする。
ここで， α、βはそれぞれ非線形特性が入出力空間の中で正の部分を有する部分空間の番号の最小
値と最大値であり o、dはそれぞれ非線形特性が入出力空間の中で負の部分を有する部分空間の
番号の最小値と最大値である。明らかに，非線形特性が入出力空間のすべての部分空間で正の部分
と負の部分をともに有した場合では， α=O=l. s=o=A.である。
これらの存在組合せに対応して，後述の補題5により，幾つかの集合L...II'n. "'n. (d)を次式のご
とく定義できる。
L..….，n_…n. ( O ) 
= {(Xl '"…，Xj-/l， Y1I，…，YU) 101"，…， Oj-/l， O' 11，…， 0' j-，}， 
s o 
Ou: X i( く~ [ Aib;; Nb.. (XI b，…， Xj-b)] + ~ [Aib， Nbn. (Yl b，…，YU)]+Ri.'+ 0 
b= tt b= o 
s o 
0' i': Yi' く~ [，AJbn， Nb.. (Xl b，…，xu)]+ ~ [AJbn.Nbn. (Yl b，…，Yj-b)]+Rin.+O 
b= a b= o 
(i=I，…，k; (=1，…，1; 1=ム…， ;) (22) 
ここで oは正自変数であり，符号AJbiI" A ibn.， A ib;， A ibn，はAib+，Aibー のいずれかの一つであ
り Ri." Rin，はRi+， Riー のいずれかの一つである。ただし，それらの符号の添字に“+"と“
のどちらを取るかはm(あるいは n，象限の座標軸 eiの‘+"()O)，“-"(く0)により定めるものとする。
具体的には Ai b.，とRi.，の添字の‘+ぺ‘はDl(象限の座標軸 eiの‘+ぺ・に一致し Ai bn. 
及びRin，の添字の‘+ぺ"-"1まn，象限の座標軸 eiの‘+ぺ‘に一致する。 Ai b;;， A i bn，の添字
“+ぺ‘はそれぞれA j b.，とA j bn，の添字‘+ぺ‘と反対である o たとえば m，象限にある座標
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軸 e，の符号は“十"( e ， >0)であれば A，b.，ニ Aib+，A，b;;=Aib一 R，. R i+である。
Lm.…m.n. '"n. ( 6 )における X j c， Y i Bの最大値は
Xi Cm....III'n.…n. ( 6 ) =s u p{X i C・(λ.1Q，…，Xks.'ylO，"・，.y k ..) E L m. .. 01， n.…/1. (d)} (2:3) 
y， f'm....m'Il....Il. ( 0 )二sup{.y， l'・(XlD， ' Xks，'yl o，"・，'yk ~) E L m.・..mlll....II.(6)} (24) 
である。ただし i=l，・，k; (=0， "'， 1; f/=人...， 0 
4. 安定条件
4. 1 有界入力有界出力 (8180)安定性
図1の系において，入力r，(t) (i= 1，…，k)は有界，かっ終端上、下界Ri+、丸ーを持っとする Q このと
きィ次の二つの定理を得る O ここで，定理1は定理2の特別ケースであるが，説明を容易にするため，
それを併記する。定理1と定理3の例は5節の例題1こ、定理2の例は例題2'こ与えられている O
定理 1:図1の系に対して，制御器の非線形特性が3.4節に述べた存在形態の分割による象限組合せ
の ma…m/1n;…加をただ一つ有する、つまり、入出力空間の各部分空間にともに単一のm( (m( E 
{1 (，山， 2 k d ((= 0， "'， 1) )象限とあるいは単一の n，(n， E {(2 k + 1)"・， (2 k + 1 ) /I}(グニ抗…，戸))象限に存
在するとき，ある 0>0'こ対して，その単一の集合 LI....III'n.…n.( 0 )が有界であるならば，系は B 1 
BO安定である。このとき，f( t)は次のような終端上、下界を有する。
F， + = supNc.， (Ulγ・，Uk) I Ui壬X，cm...，n.…n.O) (二1，…， 1)， U=I， …， k) 
Fト=supN，n. (Vl ， …， Vk) I v， 三Y;lm. .J/I，n....n. (d) (#=;， …，;)， U=l， ・，k) 
• 定理 2: 図lの系に対して，制御器の非線形特性が3.4節に述べた存在形態の分割による象限組合せ
の ma…m"nl…n"を複数有する、つまり、入出力空間の各部分空間に複数のm( (m( E {1 (， "'， 2 k ( } 
((= 0，…， 1))象限とあるいは複数の n，(n，E{(2k+1)""・， (2 k+ 1 ) ，} (#=ム…， ;))象限に存在するとき，
ある 0>0'こ対して， m，E {1"…， 2kd， n，E {(2x+1)，，"・， (2 k+ 1 ) ，}; (二(1， '， s; P=ム・・， ;に対する各
象限組合せmD"'msnl"'n"に対応する集合 Lm...I'n..n. ( O )がいずれも有界であるならば，系はB1 
BO安定である。このとき，f( t)は次のような終端上、下界を有する。
F(t =幽 {supN(.，(Ul，…， Uk) I比三 maxX， (J/I・ 'lI，n.・n.(d)) {(ニム…，1) ， (i= 1，…， k) 
.( TI_ ••• .，n_ .，n. 
F，-=阻 {supN，n，(Vl，…， Vk) I Vi壬 max Yi ，......山…n.(d) } (グ=ム…，グ)， (i=I，…， k) ・
4. 2 大域漸近安定性 (G.A.S.)
(23)， (24)式において，
11.…I/J，n#'''n， 
li. X i (.II.....'n.…n. ( 0 ) =0 lim Y i ，.….，n，…n. (o) =OU=I， "'， k; (=(1， "'， 1; グニム"'，， ) 
d →O 
が成立することを，本論文では
Ii田 L..….，n. . n. ( 6 ) =0 
d →O 
と表現する。ここでの Oは零集合のことである。そして，図 1の系に対して，
Iil ri (吟=0 U=I，…， k)
t →∞ 
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とする。もちろん，ri (t) ;= 0 (i=l， ' k)をも含む。また，
lim Nj(el，…， ek) = 0 (上1，…， 1) 
~.→ o U=l.….t> 
と仮定する。すると，次の二つの定理を得る。ここに，定理 1と定理 2の関係により，定理 3は定
理 4の特別ケースである。
定理3:定理1において， 6→0のとき，単一集合L..・..'n....n.(d)→o (集合)ならば，系はG.A. S. 
である。
定理4:定理2において， 6→0のとき，すべての集合 Lι . 6I'n.. n. (d)→o (集合)ならば，系はG.A.
S.である。
(以上の4つの定理の証明は付録に与えられている。
[注意1] 上述した4つの定理は制御器の非線形特性の形などには何の制限条件をも課していないの
で，広いクラスの非線形制御系の安定解析に普遍的に適用可能であることを特徴としている。特に，
制御器の非線形特性が多価関数，あるいは不連続部分を持った場合にも適用できる。このことは、
連立不等式で定義された集合Lι ・.，n，・n.( O )が象限特徴量関数Njm.あるいはNjn.の任意可能値
にも適用できるからである。
[注意2]諸定理における dの値の選び方について，集合 L......，ル
カ=ら，12く 1.なら L..….，n.…n.(d 2) C L ...，n.…n. (d.)となり X;(...，n.…n. (2)壬XJ(11.'・"lI，n，…n.(d 1)， 
Yi ，.….，n.. n. (d 2)豆Yi，.・..'n....n.(d.)，そしてFj+ (れ)壬Fj+ (d 1)， Fj -(d 2)三五Fj-(6.)となる。従って，
最も小さいFj+とFjーを得るためには 6は小さいほどよい。また (5)式及び後述する補題2から分か
るように 6の存在はIEi s (t) Iの存在を意味している。制御対象が線形・安定な系であるから，
t→∞ならば， I Eis (t) I→0。従って，実際lこG.A.S.を議論するとき 6=0と取っ.てもよい。
[注意3] 本方法で安定解析するとき，よく知られている極移動変換をすることは有益なことがある
(例題1を参照されたしサ。特に①制御対象の伝達関数が不安定な極を持つ場合，たとえば速度型制御
器の場合では伝達関数が虚軸上の極を含むため， (21)式で計算する Aij+， Aリーが無限になるので，
本方法が適用できなくなる。しかし，極移動変換を経て安定な線形部を得ると，本方法が適用でき
る。②制御器非線形特性を簡略化することができる場合に使う。簡略化前の非線形特性を用いる場
合より，より緩やかな安定条件が得られることがある。
5. 例題
ここでは，簡単のため図3に示すような2入力1出力制御器を持つ PD型非線形制御系を例とする O
図3 2入力1出力制御器を持つ非線形制御系
例題 1 図3の系に対して，制御器の非線形特性には
f e13・e2+ 2 e1 + e2 ， 0くe1，0くe2
N(e1， ez) =く
に 2e1 +e2 ， その他
を対応させ，制御対象には
G1 (s) =一」一一
s (s+2) 
G2(s)=--L-
(s+2) 
を対応させる場合について，安定性を調べる o
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(25) 
まず，制御対象の伝達関数に不安定な1/s要素を含むため，注意3に述べたように，本提案法を適
用できるようにするため，極移動変換を必要する。また， (25)式の非線形特性から分かるように極
移動変換を通じて非線形特性を簡略化することが可能である。いま， (2ト)式により kl= 2， kz= 1と
おいて，系に次のような極移動変換
丘t)= f( t) -k， e1-k2 e2， も (s) G j (s) 
1+klGl(s)+k2G2(S) 
を行うと，新しい変数についての次のような系を得る。
i(t)=〈;1e2 0(e1， 0くe2
その他
主 1(t) = L -1 [皇ょ(s)J = e-t - e-2 t 
丘 2(t) = L -1 [ら(s)J =-e-'+2e-2' 
(26) 
(27) 
(28) 
明らかに，変換して得た新しい系は線形部が安定である。また， (26)式から分かるように本例では
非線形特性が 1象限だけに存在しているように簡略化された。ただし，ここでの下線は変換して得
た新しい系を意味している。
次に，得た新しい変数について，系の安定性を調べる。
まず， (19)， (20)式により次の非線形特性の象限特徴量を得る。
N 1 1 1 (U1， U2) = U1 3・U2; N1山 (UI，U2)=0 (，=2，…， 8) 
そして， (27)， (28)式のインパルス応答主;(t)の正面積と負面積を (21)式により計算すると，
A ，+=0.5， A ，-=O.O， A 2+=0.25， A2-=0.25 
を得る。次に， R1+=0， R，-=O， R2+=0， R2-=O とし，集合 LI1を得る。
L I1 = {(XI 1， X2 1) 101，02}， 
01: Xll(Al-Nl1.(Xl1， X2d+亙1+ + O 
02: X21くA2 -N， 1. (Xl 1， X2 1) +亙2+ + O 
= { (Xll， X21) 101， 02} ， 
01 :Xll( O 
02 :X21くO.25x1l3 -X21+ O 
明らかに O→Oのとき L1.→0となる。ゆえに，定理 3によって，系はG.A. S.である。
例題 2 図3の系に対し，制御対象は次式に対応させ，
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G I (S) . n¥ I . ，¥， G 2 (S)ニ(s+ 1) (s+2) (s+3)' ~. ，- (S+ 1) (s+2) (s+3) 
制御器の非線形特性は図 41[0)，こ示すものと考えよう(これは高木・菅野の関数型ファジィ推論法311こ
より構成したファジィ制御器の非線形特性の 1例である)。ただし， I e 1 1> 20， I e " I >10の領域で
は， I e I 1=20， I e 2 I =10の値を保持するものとする。
その制御器の非線形特性がel= 0， e2 = 0のとき f= 1.815).16)であるため原点を通っていない円ま
た，零操作線も直線ではないあるいはそのような直線は見出せない。したがって，ポボフ法と円板
条件法は共に適用できない。次lこ本提案法を使って例題系の安定性を調べる。
30 
20 
10 
0 
-10 
20 
f=N(e1，e2) 
10 
図4 例題 2の系の制御器の非線形特性
まず Ai+ とAiーを (21)式により計算すると， Alt=0.161， Al-=O.OOO， A2tニ 0.014，A2 -= 0.014 
を得る。次に，図4から分かるように制御器の非線形特性が入出力空間のすべての象限に存在する
から， 3.4節により， 16個の集合Lm.n.(m. =1.，2.，3.，4. ;n.ニ5.，6.，1.，8.)を構成する O そして Rlt 
=0， RI-=O， R2t=0， R2-=0， d=Oとし，これらの集合 Lm. n. (m.二 1.，2.， 3.， 4.; n.二5.，6.，1.，8.)を数
値的に計算すると，表1の結果が得られる。明らかに，各集合の各最大値はすべて有界である。つま
り，すべての集合は有界である。ゆえに，定理2により系はBIBO安定である。
一方，本制御器の非線形特性は図4に示されているように原点を通らないため，系の偏差にオフセ
表l 例題2の集合Lm.n. (m.=1.， 2.， 3.， 4.;n.=5.， 6.， 1.， 8.)の数値計算結果
LTlIJ1l1 Xllmlη1 X12mlUl Yllml7l1 Yl'l1J/l川
151 0.00 0.00 0.00 0.00 
16• 0.00 0.00 0.00 0.00 
.71 0.00 0.00 0.00 0.00 
.81 0.00 0.00 0 .00 0.00 
151 0.00 0.00 .00 0.00 
16. 0.20 0.10 0.20 0.10 
17• 0.20 0.10 0.20 0.10 
.81 0.00 0.00 0.00 0.00 
15• 0.00 0.00 0.00 0.00 
.61 0.20 0.10 0.20 0.10 
171 0.20 0.10 0.20 0.10 
181 0.00 0.00 0.00 0.00 
.5. 0.00 0.00 0.00 0.00 
0.00 0.00 0.00 0.00 
!t4; 7. 0.00 0.00 0.00 0.00 
L4.'81 0.00 0.00 0.00 0.00 
』園田
2お
ツトが生じることになる。これはディジタル・シミュレーション結果からも検証されている 1">'16)。ゆ
えに，上で得られた解析結果は妥当な結果であることが分かるo
6. あとがき
本論文はHaddadの方法の拡張として，多入出力非線形制御系の BIBO安定性と G.A. S.の判別
を制御器の非線形特性の象限特徴量，制御対象のインパルス応答の正、負面積，入力信号の終端上、
下界に関する多次元非線形代数連立不等式からなる集合の有界性と収束性によって取り扱えること
を示した。
本拡張法で得られた安定条件を与える集合については，形としては文献[10]， [11]と似ているが，
集合の要素の概念の違いによって不等式に対する解き方は異なる。つまり，文献[10]， [11]では，集
合の要素として，制御器の入力 eiの終端上‘下界 Ei:!:を用いている。そのため，連立不等式の中の非
線形関数の終端上、下界は集合の要素 Ei全に一意的対応関係を持たず，集合の計算にはある意味での
最適化計算が必要となる。しかし，それに対して，本拡張法で得られる集合では，集合の要素とし
ては，Us-(t)の終端上、下界を与える入力信号 eiの絶対値を用いているため，連立不等式の中の非
線形関数の終端上、下界は象限分割の考え方の導入により，集合の要素 Xij，y，) こ一意的対応関係を
持つものである。そのため，集合の計算には最適化計算を必要としない。
また，文献[10]， [11]では，制御器の出力非線形特性が原点を通り，かっ，制御器の入力のそれぞ
れについて単調増加であるという制約条件の下で得られた結果であるため，適用範囲が非常に狭い。
実は文献[11]の結果は本論文のmj=1， n j= 7 (2入力 1出力の場合)の特別の場合だけに相当する O
しかし，非線形特性が 1，7象限だけに存在するケースは非常に少ないと考えられる。それに対して，
本安定判別法では，制御器の非線形特性の形が何も制限されていないので，本判別法は広いクラス
の非線形制御系の安定解析に普遍的に適用可能であることを特徴としている。特にルール型制御器
を持つファジィ制御系などの安定解析に有効に適用できる l札 151.16)，17) 
また，本方法によって安定性解析をするには，集合を求めるために制御器特性の入出力空間の象
限分割を考えることを基本としているから，各象限にある非線形特性は系の安定性にどのような影
響を与えるかを概ね理解できる。この情報はシステムの安定性設計に有用なことであると考えてい
る。特に，規則型制御系の場合(たとえばファジィ制御系)ではそれらの情報を活用して制御規則の
調整を行うことによりシステムを安定化させる安定性設計法を具体化することも可能である I~I ， 19)， 20)。
更に，系の安定条件を与える集合を導出するとき，集合を定める非線形不等式に制御器の非線形特
性の各象限ごとの拡張したセクタ条件を導入することによって，系の安定解析結果の保守性(すな
わち厳しさ)を改善するためのより緩い安定条件と集合を定める非線形不等式を線形代数不等式に
変えて，系の安定解析を簡単化するための安定条件に発展させることを考えている2J)。
しかし，本手法は入出力数の増加につれ，求める集合の数は指数的に増えるので，システムの安
定解析にかなり時間がかかることが予想される。
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付録定理の証明
諸定理の証明のため，以下の五つの補題を必要する。
補題 1.任意 E 0 >0， aと0，b ~ aに対し， T> bが存在して t>Tのとき，次式を得る。
A 
ES h，(t-r)f;(r)dr<Eo (Vi=l，…， k) 
• 
22:1 
補題 1の証明.任意 J ハ>0，a 詮0，bと aを与える。まず，系が有限逃避時間がないことと制御対象
が線形・時間不変かっ安定な系であることから，次式を得る。
I f， (t) IくF， aくtくb; I h1 } ( t-r) I三船xp!-o(十 r)) Vi，j 
ただし F、k!及び αは有限な正数である。すると，
1 _ r A MF 
t ~ T土間 (一 ln[一:.. expr a (b-a)J]， b} のとき，ααe <) 
~ S h 1 ， ( t-d f， ( r) d r ~ ~ S M F exp [ーα(t-r) ] dr 
Jニ1 1 j=1 1 
= A ll/! Fexp [一αt11exp[α (b-a) )く eu (¥ji=l，"'， k) 
α 
となり，補題が成立する。[証明終]
補題 2. 任意に与えられる E>0，任意の正整数 I及び t三 T1 + 1に対して
，
?，??
、 ? ? ? ?，???、 、 ? ?
?
? ?
?
?， ， ? ?， ， ?， ，?
??
??
?
?
?
、 、 ? ???
， ， ? ???、 ? ? ? ???， ，? 、??? ?、?， ，??，? 、? (A. 1) 
I E， r( t) Iく E， -R，ー壬 r，(t)壬R，+ ('¥1 i二1，"'， k) 
を満足する単調発散系列 T，: 0く Tlく T2…を造ることができる。
補題2の証明. (2)式のシステム方程式から • 
λ T， 1 
ei (t)ニ r，(t) -gi u (t) - ~ S hij (t-r) f， ([) dr-E S h，d十 r)f， (r) dr 
)=1 'T 1 
が得られる。すると， (A. 1)式から分かるように，
λ T， 
E 1 J (t) = -g i 0 (t) -E S h " (t-[) f i ([) dr 
である O そして，
-R，一三 ri ( t)豆 Ri+， g i 0 (t) Iくす F
を保証する十分大きな TIを取ると，補題 1によって T2>Tlが存在して
T. 
j ~ S hij ( t-r) fi ([) d [1くす E，tと T2
1 T. 
IE， I(t) I壬Igi 0 (t) 1+ I ES h" (t-r) f， (r) d[ Iく E，t孟れ
を得る。
，?? ?、? ?， ， ?， ， ? ? ??? ?
?
、 ? ? ?， ，??，
????
?
??
?
?
、 ，
???
， ， ? ????、 ?? ??， ， ? ? ????
に対して，補題 1によって T3>T2が存在して
1 T. 
I EJ h; j (t-r) fi (r) dr Iくす E， I gi0 (t) Iくすん tとお
j=1 
???? ??， ， ???? ?? ?、 、 ， ， ，，??
??
? ?
? ? ?
???、?? ?? ????、 、 ? ??， ， ? ? 、?
を得る O 以上のことを続けていくと，求める系列 Tパ Oく Tl<T2・・・が造れる。[証明終]
次の二つの補題については， A = 1 (j= 1)の場合は文献 8に与えられているが， A> 1の場合で
2沼
も図 5に示すように補題3、4が成立することは明らかであるo
t f 1 (t) : Ts ・Tr
E ・ν¥/¥f¥ :- /'了¥fτlq/"'、 t
O~----\.YV 〉 11P、/-
rj加/ヘ/¥パ〈 τjq人
oド勺・〉 j〉 tjN/j)V
+h(t) 
V¥ ， 、 ノ・¥ /下¥ ~τλq --色
。I--~-'--~ ~〆、/
図5 多入力多出力の場合の波形定義
補題 3. 全ての f(t)の成分 fj (t) (j= 1， "'1)に対して，
、 ? ? ? ???， ， ? ?????
?
?、 ? ? ?。，
?
，?
， ， ???、 ? ，? ? ?， ，
?? 、?， ， ???
?
????、 ? ? ??， ， ???， ， ， 、??， ， ??
を満たす正整数 S，p， q， rを見つけることができる。.
補題4. もし pがPと r> p， f j+ (tjp) > f j+ (tjp)を満たす一番目の整数であれば(もしそれが
存在すれば)，補題3の中の p， q， rをP，Q， Rで取り替えて，補題3が依然として成立するよう
なQ及びRの二つの正整数を見つけ得る。.
補題5. X ij三 1e i ( tjp)1， y ij三 1e i ( ，(q) 1 (V i = 1，…，k; j=1，…，l.)とする。非線形特性が
m.， .， m" n_， ・，n ~ (81パ {lc，・ 21'd，nlE {(21'+1)/・， (2 k+ 1 ) I} ((= fI， "'， 1; 井戸， "'， ;)) 
象限に存在すれば，次式が成立する。
f(t (t， p)= N(血 ((Xl" "'， X1") ， fト (f，q)=N，n，(Yl/""Y1'')， (XI(，Yi/) ELIII・.1I1111~ … n. (d) • 、 ? ， ， ，，? ?????? ?? ?? ?，????，?， ， ? 、
補題5の証明 f，( t)= N， (el，…， e1')の中でf，>Oではf(t(t，p) = N(m( (XI (，・ ，Xk()， xu=le，(t(p)1 
(i= 1， ."， k; (=fI， ・"，/)を，f，(t) =N/(el，…， e1')の中でf，くOではf，-(flq)=ル"， (Yl"， '， ρ..)， y，
=lei(flq)1 (i=1，…，k; 1=ム・・， ρを得る。そして，補題 2より
ei (tjp)=Ei' (tjp)+ri (ん)-fIJTF'b(typ-f)fb(f)dr， 
IEi.(tjp)1くE，-Ki-壬r;(tjp)壬Ki+
を得る。また， [T.， tjp]の上で，補題 3より次式を得る。
O~玉 fbt (U)孟maxfbt (t) ~max fbt (t) = fbt (tbp) =Nbm・(Xlb... Xkb) 
[1.， t..] (T.. T.l 
O~玉 fb- (U)歪maxfh-(t)三maxfb-(t)=fb-(fbq)ニ Nbn' (Ylb.….Ykb) 
[T.， t..J [T.， T.l 
(b =1，…，1) 
いま m(象限に ei)Oであるならば，
Xi(= 1 e;{t(p) 1 =e;{t(p) 
=Ei.(t(p)+ri(t(p)-L Lhib(t(p-f)fb(r)df 
b=l 1. 
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~ t(， 
く E+N;+-"E.S hidtcp-r)fdr)dr 
b= 1 T. 
~ t.， 
2玉E+N;+-"E.S hib(tCp-r)fdr)dr 
b= 1 T. 
~ t(， ~ t" 
+"E. S hibt(t，p-r)fb+(r)dr+"E. S hib-(t，p-r)fbt(r)dr 
， ， ?，?、 ? ，?， ?? ?? ?， ， ， ? 、??
?
?
?
?
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? ?
??、 ? ?
? ??????， ， ? ?????
? ?
? ? ?
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??、?， ， ?? ??????， ， ? ????
?
?
↑ 「
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?
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? ??????， ， ? ? ??????
?
?〔??
?
?，?、 ， ，?， ， ? ? ??????
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??、 ?
?????? ??， ， ? ????
?
↑ 「
????? ? ( t ( ，-'c = t) 
??，?、 、???， ， ， ? 、??????
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????? ??， ， ? ? ????
? ?
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?? ?，?、 ??， ， ? ? ???? ?
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?
? ? ?
???????
s o 
2三ε +Nit+"E.Nb..(Xl ゐ， ・・.Xk b) A i b -+ "E.Nb n. (Yl b ..Yk b) A i b キ
b= (r b= o 
次に eiくOの場合では，上と同様に次式が得られる。
(A.2) 
s o 
Xi(= !ei (t(p)! =-ei (t(p)く E+Niー +"E.Nb..(Xlb.'ヘXU)Aib++ "E. Nbn. (Yl b....Yk b)A， bー (A.3)
b= (r b= " 
そして 3.4節に述べた記号表示を用いると， (A.2)式と (A.3)とは次の (A.4)式に統ーできる O
s o 
Xi (く E チNim(+"E. Nb血 b(Xl b， ・，Xkb)Aib;;+"E.Nbnb(Ylb， ・，YU)Aibm( (A.4) 
b= (r b= o 
同様に n，象限には次式を得ることができる。
s o 
.y i ，く E +Ri n，+ ~ Nbmb (Xl b， ・，Xkb)Aib7;，十 "E.Nbn.(Vlb， "'， .Vkb)Aibn， 
b= (r b= o 
そして o=Eと取ると (Xi(，'yi')E L..・".In，…o.( o)を得て、補題が成立する。 [証明終]
定理 1の証明 非線形特性がma，'， ms， n~ ， … ， n ， (m， E {1 ( ，・，2kc}， fl，E {(2k+1)，"'， (2k+l)，} 
(=(1， ''，/; グ=1，"'，;))象限に存在することから，補題3で述べた t(p， 'c /1 qを考えよう。 (XI(，Yi/l)
(j二 1，"'， k; (=(1， ''，/: グニム・・・， ;)の上で補題5によってf(t(t(p)=N(m((Xl(，"'， Xk()，f，-(r，q)= 
N，n， (Yl "・"， Yk')， (Xi(， yu) E L..・".，o，"'n，( o)を得る。しかも Lι.日..，肋，nν，
X恥i(三|同ei(t(p)!壬XiC.....II'n.…n，となり，
f，t(t，p)=N，皿((XlC， ・・，XkC> 壬sup NCm，(Zl，"' Zk)=Fρ 
z.;:;.r c......'n.…n. 
を得る。いま Fc+は f(t (t)の終端上界であること、すなわち
f， + (t)孟Fc+，t孟 tcp
を証明する。
もし F(+は f(+ (t)の終端上界でなければ，つまり t，pは tu系列の中の
t(p) tcp， fn(tcp)>Fc+孟 fct(tcp) (A.5) 
を満たす第一番目の時間点であれば，補題4によって t(pを tc pと取り替えると，補題 3は依然
として成立する。そうすると，上のような証明を繰り返せば，
f υ (tc p)壬Fc+ (A.6) 
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が得られる O しかし Xi(...II，n.…n.， L 11. ••• .，n. . n. ( o). F (+の値は pタ Pに依存しなし、から，上で得
られている (A.6)式は (A.5)式に矛盾する。ゆえに F(+は 1(d t)の終端上界である。同じように，
F，ーは 1，ー(t)の終端下界であることを証明できる。[証明終]
定理2の証明 まず，ここでの象限組合せma…mpn~ … nl の表示は一般的表示であるから，非線形特
性のすべての存在形態にも適用できる。そして.ma"'mpnø … n~ のすべてのケースに対し，集合
LII.…lI'n....n. ( d)が共に有界であるから X，(三 le.(t，p)1壬Xi(ι "111，11... n. (りとなり，
f(+(t(p) =N(mc(XI(， ・・，Xk C> 壬max {SUp N(mc (ZI， "' Zk) I z.壬max X. (1II..II'n..Il. (d)} = Fド
.….，n，…11. 
('v i=l，…，k; (=0，…， /) 
を得る。そして，定理 1の証明と同様に Fc+とF，ー はそれぞれ 1(+ ( t)と fト (t)の終端上、下界
であることを証明できる。(証明の詳細は省略証明終]
定理3の証明 定義によって d→0のとき L...'n.. 11. (d)→o (集合)であるから，
Xi (.. . .'1..1. (d)→0， YiI......'n....I1. (0→o (i=1，…，k; (=0，"'， 1; P=""" ，) 
を得る。また e，→o (i=1，…， k)のとき
lim Nj (el ( t)，…，e.(t)) = 0 (i=1，…，k;上1，…， 1) 
を得るから，
limF(+(d)=lim{sup N(.c(u.， ・・，u.) I U.~Xi(."".，n， "'n.}=O ((=11， ・1)， (i=1. … • k) (A. 7) 
limF，-(o) = lim {sup N，n. (v‘， ・・，v.) I v， ~ιrllι .，n_・n.}=O (/=ム"'， ，) (i=1. ・・，k) (A.8) 
すると，任意に与える主 >O~こ対して ÓI が存在し，
F c+ (L)く E. F，-(dl)く E
を得る。またF(+ (ム)は 1(d t)の終端上界であり F，ー(ddは 1，-( t)の終端下界であるから，Tが
存在し tミ Tのとき，
1 (+ ( t)壬F(+ (d dく E，1， -( t)壬Fト (dt)く E
を得る。これは t→∞のとき
1im 1 (+ ( t) = 0， li. 1ト (t)=O {(=II，"' I; 1=""" ，) 
t→∞ t→∞ 
を意味している。ゆえに，系はG.A.S.である。 [証明終]
定理4の証明 定理 3の証明の中で象限組合せma…mpnl'"n，の全てのケースを考慮して. (A. 7)， 
(A.8)式の代わりに，次の両式を使うと，定理4の証明が完成される。(詳細な証明は省略) [証明終]
1imFc+ (o) = li. { max {sup Nc• c (u.， "' U.) I u，壬maxXi(..... .，1. . 1.} } =0 
J→→マ. ….，n，…11.
limF，-(d)二 lim{max {sup N，n.(v.，川 ，v.) I v，孟 maxJうi/...，I1..I1.}=0 
d→ → n， .….，n，…n. 
(ニIf， .・，1) ， (i= 1.….k) 
(#=ム H・，戸)， (i= 1.…， k)
